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Анотація. У статті розглядаються процеси кондуктивного перенесення: 

дифузії, фільтрації та тепла. Такі процеси досить добре описуються рівняннями 
Лапласа чи Пуассона з різними граничними умовами (Дирихле і Неймана). Існує 
досить багато чисельних методів розв'язання таких рівнянь: різницеві методи, 
методи кінцевих та граничних елементів. У ряді випадків існують проблеми відо-
браження області визначення функції, коли область має складну або багатозв'яз-
кову форми. Виходом є використання розподілених обчислень. Мета досліджень 
авторів – розробка універсальної методики вирішення таких завдань, інваріантних 
до описаних процесів та конфігурації об'єктів. Запропоновано метод суттєвого 
скорочення розрахункового часу за рахунок використання розподілених обчислень. 
Відповідно до особливостей методики вся область розбивається на кінцеву 
кількість локальних областей, в яких шукають рішення за умови зшивання рішень в 
областях. Форма локальних областей може бути різних розмірів та конфігурацій. 
Запропоновано оригінальний метод зшивки рішень у сусідніх локальних областях. 

Для оцінки ефективності запропонованої методики проведено рішення 
низки тестових завдань. Проводилося рішення рівняння Пуассон для областей 
різної форми. Отримано гарне узгодження аналітичних та чисельних рішень. 
Проведено також чисельне дослідження качки корпусу судна в ідеальній рідині, що 
не стискається. Вирішувалося завдання про вертикальні коливання прямокутного 
контуру на глибокій воді. Оцінка спроможності методики проводилася порівнян-
ням результатів обчислювального та натурного експериментів.  

Ключові слова: локально-проекційний метод, кондуктивний, перенос, 
рівняння Лапласа, Пуассона. 
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Abstract. The article deals with the processes of conductive transfer: diffusion, 

filtration and heat. Such processes are quite well described by the Laplace or Poisson 
equations with different conditions on the boundaries (Dirichlet and Neumann). There 
are quite a lot of numerical methods for solving such equations: difference methods, 
methods of finite and boundary elements. In some cases, there are problems of reflecting 
the domain of a function when the domain has a complex shape or is multiply connected. 
The way out is to use distributed computing. The purpose of the authors' research is to 
develop a universal methodology for solving such problems that are invariant to the 
described processes and to the configuration of objects. 

A method is proposed for significantly reducing the estimated time through the 
use of distributed computing. In accordance with the peculiarities of the methodology, the 
entire area is divided into a finite number of local areas in which solutions are sought, 
provided that the solutions in the areas are joined. Approximation of the solution in the 
local area can be carried out by almost any function. The only limitation is the absence of 
breaks in the function and its derivatives. The shape of local areas can be of various sizes 
and configurations. Local areas can overlap each other. Boundary conditions can be 
implemented in local areas. An original method for iterative matching of solutions in 
adjacent local domains is proposed. 

To evaluate the effectiveness of the proposed methodology, a number of test 
problems were solved. The Poisson equation was solved for regions of different shapes. 
Good agreement between analytical and numerical solutions is obtained.  

A numerical study of the ship's hull rolling in an incompressible ideal fluid was 
also carried out. The problem of vertical oscillations of a rectangular contour in deep 
water was solved.  



ВІСНИК  
ОДЕСЬКОГО НАЦІОНАЛЬНОГО  

МОРСЬКОГО УНІВЕРСИТЕТУ  
№ 3 (70), 2023  

HERALD  
OF THE ODESSA NATIONAL  

MARITIME UNIVERSITY 
№ 3 (70), 2023 

 

 145 

The Laplace equation was solved.Various boundary conditions were used: a 
condition on the surface of an undisturbed liquid, non-reflecting conditions on vertical 
virtual boundaries, a condition on a horizontal virtual boundary simulating the condition 
on deep water.  

The consistency of the methodology was assessed by comparing the results of 
computational and full-scale experiments. 

Keywords: local projection method, conductive, transfer, Laplace, Poisson 
equations. 

 
Основи локально-проекційного методу. В основу локально-проекційного 

методу покладений варіаційний підхід [1], при якому шукане рішення апроксиму-
ється функцією F(х, у, z) яка нерозривна у всій області визначення і має нерозривні 
приватні похідні першого і другого порядку. Вираження для вибраної функції і її 
похідних підставляються в рівняння математичної моделі і умови однозначності. 
Значення коефіцієнтів апроксимуючої функції шукають в умовах мінімізації суми 
квадратів нев’язок правої і лівої частин кожного рівняння (або умови однознач-
ності) в кінцевій безлічі вузлових точок, які розташовані в області визначення 
рішення. 

Відповідно до особливостей методики, вся область розбивається на кінцеву 
кількість зон (областей), в яких шукають рішення при умові зшивки рішень по 
кордонах зон. 

З областю визначення рішення зв'язується глобальна система координат      
х, у, z.  

З кожною із зон зв'язується локальна система відносних координат з осями 
, , , що орієнтовані паралельно осям відповідно х, у, z.  

Призначається декілька типових (базових) видів зон зі своїми локальними 
координатними системами , ,  (рис. 1). Форма зони, розташування початку 
локальних координат і розміщення вузлових точок (в яких відбувається мінімізація 
суми квадратів нев’язок) у достатній мірі довільні.   

Значення глобальних координат х, у, z і значення локальних (відносних) 
координат , ,    вузлових точок окремої зони пов'язані залежністю (1) 

 

,     ,     nz nz nz nz nz nzx mx xo y my yo z my zo           ,            (1) 
де     , ,n z n z n zm x m y m y   ‒ масштабні коефіцієнти зони з індексом nz; 

         ,   ,   nz nz nzxo yo zo ‒ глобальні координати зони з індексом nz (глобальні 
координати початку локальної системи координат зони). 

У принципі, коефіцієнти можуть приймати різні значення. Але для зруч-
ності викладання і з метою економії обчислювальних ресурсів доцільно приймати 
однакові значення масштабних коефіцієнтів  ,    ,    mx kz my kz mz kz   ,  kz ‒ 
єдиний масштабний коефіцієнт зони. 

На рис. 1 показана схема розміщення локальної зони в системі глобальних 
координат з організацією розподілених обчислень. 
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Рис. 1. Схема зв'язку глобальних і локальних координат 
 
Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
 
Досвід застосування локально-проекційного методу. У загальному 

випадку математична модель об'єкта представляється рівнянням Лапласа, Пуассона 
або теплопровідності. Розглядаються задачі з граничними умовами Діріхле, Ней-
мана або їх комбінаціями. Математичні моделі описано в [2; 3]. 

Для вирішення подібних завдань використовувалися різні чисельні методи: 
метод кінцевих елементів [4-13], метод Галеркіна [14; 15]. У ряді випадків розгля-
далися проекційні методи [16-19]. 

Завжди актуальними є питання дослідження процесів коливання суден. У 
роботах [19] та [20]  розглянуто питання адаптації локально-проєкційного методу 
до вирішення задач коливання суден. 

Розглядалася задача генерації хвиль у важкій ідеальній рідині, що викли-
кано гармонійними коливаннями корпусу судна будь-якої конфігурації. Зазнача-
лося, що амплітуда генерованих хвиль і переміщення корпусу щодо незбурненої 
поверхні можна порівняти з осадкою. Хвилі поширювалися в нескінченному напів-
просторі без відображення та поглинання [6]. 

У роботі  [21] розглядалася задача визначення впливу хвиль, що набігають 
на берег укріплений стінкою. 

Моделювання кондуктивного переносу. Зазвичай при дослідженні кон-
дуктивних процесів дифузії, фільтраційної течії та стаціонарного теплопереносу 
використовується математична модель у вигляді (2)-(4). 

 

,                                    (2) 

 
( , , )S F x y zm s m s m s 

,
                                    (3) 
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       
S S

Φ Φ Φ Φ
cos α cos β cos γ Fn x ,y ,z ,msn msn msnn x y z

   
      

   

 
 
 

     (4)   

   

де  Ф ‒ шукана функція; 
      Fs, Fn ‒  чисельні значення граничних умов для точок на кордоні області S; 
      cos(), cos(), cos() ‒ направляючі косинуси; 
      ms ‒  індекс точки, де реалізовано граничні умови (3); 
      msn ‒  індекс точки, де реалізовано граничні умови (4). 

При переході від глобальної системи координат до системи локальних 
координат зони отримаємо (5)-(7) 

 

       
2 2 2

2
2 2 2 , , , , ,     , , , ,kz P P P x y z        

  
  

     
  

 
 
 

,   (5) 

 
                                      ms ms ms ms ms ms(ξ ,η ,γ )=F(ξ ,η ,ζ ) ,                                 (6) 

 
m s ms ms m s ms m sде   F(ξ ,η ,ζ ) F(x ,y ,z )  

 

 

     msn msn msn)
dΦ dΦ dΦ dΦ= ×cos(α)+ ×cos(β)+ ×cos(γ)=kz×Fn(ξ ,η ,ζ
dn dξ dη dζ

,            (7) 

   msn msn msn msn msn msnде   Fn ξ ,η ,ζ Fn x ,y ,z .  
 

Функція, яка апроксимує рішення в зоні, може мати різний вигляд. У 
нашому випадку доцільно приймати (8) 

 
jnkn in ji k

ijkk 0 j 0  i 0
Φ a ξ η ζ

  
                                         (8) 

 
Похідні апроксимуючої функції (9) 
 

ji 1 k
ijk

j 1i k
ijk

ji k 1
ijk

jnkn inΦ Φ
i 0,  0;   i 1,  a i ξ η ζ ;

ξ ξ k 0 j 0  i 1
jnkn inΦ Φ

j 0,  0;   j 1,  a j ξ η ζ ;
η η k 0 j 1  i 0

jnkn inΦ Φ
k 0,  0;   k 1,  a k ξ η ζ

ζ ζ k 0 j 1  i 0







 
         

    

 
         

    

 
         

    

      (9) 
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2 2 jnkn in ji 2 k
ijk2 2 k 0 j 0  i 2

2 2 jn in j 2i k
ijk2 2 0 j 2  i 0

2 2

2

Φ Φ
0, 1,    0;      i 2,   a i (i 1) ξ η ζ ;

ξ ξ

Φ Φ
j 0, 1,   0;      j 2,   a j (j 1) ξ η ζ ;

η η

Φ Φ
j 0, 1,   0;      j 2,   

kn

k

i





  



  

 
           

 

 
           

 

 
  

 

jn in ji k-1
ijk2 2 j 0  i 0

a k (k 1) ξ η ζ ;
kn

k   
        

  (10) 

 

 
При підстановці (10) в рівняння математичної моделі (2) маємо (11) 
 

    
 

2 2 2 jnkn in
ijk2 2 2 k 0 j 0  i 0

2

Φ ξ,η,ζ a clx cly clz  
ξ η ζ

                                              kz P ξ,η,ζ ,

  

  
        

  

 

 
 
   (11) 

 

де             

ji 2 k

j 2i k

ji k 2

  i 2     clx 0;           i  2     clx  i (i 1) ξ η ζ    

  j 2     cly 0;           j  2     cly  j (j 1) ξ η ζ

  k 2     clz 0;           k  2     clz  k (k 1) ξ η ζ  

      







        

        

        

 
 
 
 
 

.

 

Середнє значення квадрата нев’язки для точок всередині області (12) 
 

   
2

2

1 0 0  0

1
(cl cl )  , ,

jnmn kn in
ij

m k j i
a x y clz kz Pmn   

   
         

 
 

,   (12) 

 

де      m ‒  індекс внутрішньої точки зони.  
Для задоволення умови (13)  в  кожній точці (xms, yms, zms) кордону S  

повинно виконуватися (13) 
 

 jnkn in
ms ms ms ms ms msijkk 0 j 0  i 0

  Φ(ξ ,η ,ζ ) a csf  F(ξ ,η ,ζ ) ,
  

         (13) 

де     ji kcsf ξ η ζ   . 
Середнє значення квадрата нев’язки для точок (xms, yms, zms) на кордоні S 

 
2jnmsn kn in

ms ms msijkms 1 k 0 j 0  i 0

1
δ a csf F(ξ ,η ,ζ ) ,msn    
      

 
 

        (14) 

де   ms ‒ індекс точки на кордоні зони, де реалізовується умова Діріхле.  
Для задоволення умови (14) в  кожній точці (xmsn, ymsn, zmsn )  кордону  S  

повинно виконуватися (15) 
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      
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Середнє значення квадрата нев’язки  для точок (xmsn, ymsn, zmsn ) на кордоні S 
(16) 
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
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По граничним умовам підсумовуються середні значення квадратів нев’язок 
(12), (14) і (16) з урахуванням міри впливу окремих складових. Подібний прийом 
дозволяє організувати більш гнучке управління процесом отримання рішення. 
Таким чином, вираження для функціоналу   має вигляд (17) 
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  (17) 

 
де   kf, kn ‒ вагові коефіцієнти впливу.  

Надалі для зручності викладу використовується позначення 

Rijka a
 

 
де   R =i+(in+1)j+(in+1) (jn+1) k     при   0  i  in,      0  j  jn,        0  k  kn, 
   

0  R  Rm,      Rm= R=in+(in+1)jn+(in+1) (jn+1) kn-1. 
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Отже вираження (17) придбає вигляд (18) 
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Умови мінімуму для функціоналу  . 
 

  0
a 

R,R,R,R 

L

m210 


   ,    0  L  Rm       ijkL aa   ,                   (19) 

де   L= i+(in+1)j+(in+1) (jn+1) k     при   0  i  in,      0  j  jn,        0  k  kn. 
 

Таким чином, створюється система лінійних алгебраїчних рівнянь  (СЛАР) 
порядку Rm, кожне з яких має вигляд 

      
      

maxR mn msn
R R L R LR 1 m 1 ms 1

msnm R

msn 1
L

1 kf
a (clx cly clz) (clx cly clz) csf csf

mn msn

cfx cos α cfy cos β cfz cos γkn
                     

msnm cfx cos α cfy cos β cfz cos γ

  



           

     
  

     

        
    

      

2 mn msn
m m m ms ms, msL Lm 1 ms 1

msnm
msn msn, msn Lmsn 1

        

kz kf
P(ξ ,η ,ζ ) (clx cly clz) F(ξ ,η ζ ) csf  

mn msn
kn kz

   Fn(ξ ,η ζ ) cfx cos α cfy cos β cfz cos γ  .
msnm

 



         


       

      

 
 

   (20) 
Використовуючи позначення R ‒ індекс стовпця матриці, L ‒ індекс рядка 

матриці, отримаємо вираження для коефіцієнтів матриці і вектору правих частин 
СЛАР. Із рішення СЛАР можна визначити значення коефіцієнтів апроксимуючої 
функції. Особливо потрібно відмітити можливість посилення впливу окремих (най-
більш значущих) граничних умов. Розрахункові формули 

- для коефіцієнтів матриці (21) 
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- для елементів вектору правої частини (22). 
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Зшивання рішень отриманих у локальних зонах. Відповідно до особли-

востей методики, вся область розбивається на кінцеву кількість зон, в яких шука-
ють рішення при умові зшивки рішень по кордонах зон. 

З областю визначення рішення зв'язується глобальна система координат      
х, у, z. З кожною із зон зв'язується локальна система відносних координат з осями , 
, ,, що орієнтовані паралельно осям, відповідно х, у, z  (рис. 1).  

Призначається декілька типових (базових) видів зон зі своїми локальними 
координатними системами , , . Форма зони, розташування початку локальних 
координат і розміщення вузлових точок (в яких відбувається мінімізація суми квад-
ратів нев’язок) в достатній мірі довільні.   

З кожною з локальних областей (ЛО) зв'язується локальна система віднос-
них координат з осями x, y, z, найчастіше, орієнтованими паралельно осям відпо-
відно X, Y, Z. Призначається кілька типових (базових) видів локальних областей зі 
своїми локальними координатними системами xnz, ynz, znz. Форма локальної 
області, розташування початку локальних координат та розміщення вузлових точок 
всередині локальної області достатньо довільні. Але, при зшиванні, рішень в ЛВ 
глобальні координати точок зшивання рішень повинні збігатися (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Схема зшивки рішень у локальних областях 
 

Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
 

Зшивання рішень проводиться ітераційним способом. 
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Тестові дослідження. Для оцінки ефективності методики, що пропону-
ється, проводилося рішення контрольних задач, що мають аналітичне рішення. 
Перші три задачі орієнтувалися на рішення рівняння Пуассона для областей, що 
мають на всіх кордонах умову Діріхле (рис. 3). 

2 2
2

2 2 1F F
x y
 

    
 

 
 
 

.                              (23) 

де   F(s) = 0,     s ‒ кордон області. 
   

 
 

Рис. 3.  Області рішення для контрольних задач №  1, 2, 3 
 
Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
 
Аналітичні рішення. 
Задача 1 ‒ еліптична форма області 
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Задача 3 ‒ прямокутна форма області 
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При рішенні задач розглядалися (з урахуванням симетричності областей 
визначення функції) виділені частини областей, як показано на схемах.  

Особливість рішення першої і другої задачі бралася  так, що виділені час-
тини областей відбивалися однією двовимірною зоною, а шукане рішення апрок-
симується функцією типу (2) від параметрів ,.  

Приймалися значення:  
- перша задача in = 2, jn = 2; 
- друга задача in = 3,  jn = 3. 
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Оскільки апроксимуюча функція в першій задачі повністю відповідала 
аналітичному рішенню, то, як і очікувалося, чисельне і аналітичне рішення спів-
падали з точністю до 7-го знаку. Погрішність чисельного рішення другої задачі не 
перевищувала 0,01 %.  

При рішенні третьої задачі вся виділена частина області відбивалася двома 
зонами. Використовувалася та ж апроксимуюча функція з параметрами: in = 3,       
jn = 3. На кордоні зон проводилася ітераційна зшивка рішень по значеннях першої 
похідної і функції. Погрішність чисельного рішення третьої задачі не перевищувала 
0,05 %.  

Для більш детальної перевірки проводилося рішення четвертої задачі. 
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
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 F
yx

F
    

(24) 

 
 

Рис. 4. Область рішення для задачі № 4 
 

Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
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У випадку, що розглядається, використовувалася система зон, яка показана 
на рис. 5. 

Рішення проводилося в наступній послідовності: передусім визначалося 
попереднє рішення в зоні № 0. Потім, використовуючи отримане рішення в зоні 
№ 0, було уточнено рішення в зонах № 1-№ 3. При цьому проводилася ітераційна 
зшивка рішень у зонах. 

Наступний етап ‒ уточнення рішення в зоні № 0. Ітераційна зшивка рішень 
проводилася на кордоні, що вказано на рис. 3 а і рис. 3 b пунктирною лінією.  

 

 
 

Рис. 5. Схема розбиття області на зони 
 

Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
 

Використовувалася апроксимуюча функція (8) з параметрами: in = 3,  jn = 3. 
На кордоні зон проводилася ітераційна зшивка рішень по значеннях першої 
похідної і функції. 

Внаслідок виконання обумовлених етапів декілька разів отримане оста-
точне рішення (рис. 6) з погрішністю не більше за 0,4 %.  

Для отримання більш точного рішення використовувалася та ж апрок-
симуюча функція з параметрами: in = 4, jn = 4 , що дозволило знизити погрішність 
рішення до рівня 0,05 %. 

 
 

Рис. 6.  Вигляд рішення задачі № 4 
 

Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
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Використання методик, що пропонуються, не обмежується задачами тепло-
техніки. Досить актуальним є дослідження процесів коливання суден з малим 
зануренням на глибокій воді.  

Вдалим виявилося застосування обумовленого підходу для рішення задачі 
качання корабля ‒ визначення гідродінамічних коефіцієнтів: приєднаної маси і 
демпфірування.  

Гідродінамічні коефіцієнти коливання судна визначаються за результатами 
рішення систем диференціальних рівнянь в приватних похідних з відповідними 
крайовими умовами першого або другого роду. У деяких специфічних випадках, 
для замикання математичної моделі використовуються відповідні диференціальні і 
алгебраїчні рівняння.  

Розглядається задача генерації хвиль у важкій ідеальній рідині, що викли-
кані гармонійними коливаннями корпусу судна будь-якої конфігурації. Обговорю-
ється, що амплітуда генерованих хвиль і переміщення корпусу щодо незбуреної 
поверхні порівнянні з зануренням. Хвилі поширюються в нескінченному напівпрос-
торі без відбиття й поглинання. 

У загальному випадку навколо тіла, що коливається, виділяється розрахун-
кова область, що обмежена цим тілом, вільною поверхнею й віртуальними (умов-
ними) границями.  

При організації тестового рішення розглядаються коливання прямокутного 
контуру у вертикальному напрямі (рис. 7). 

 

 
 

Рис. 7. Схема області дослідження  
при моделюванні вертикальних коливань корпусу в рідині 

 
Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
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Розглядалося судно без ходу на тихій глибокій воді, що здійснює верти-
кальні гармонічні коливання з одиничною амплітудою швидкості v(t) = cos(σt). 
Рідина вважається ідеальною і нестискуємою, а її рішення потенційним. На вільній 
поверхні рідини прийняті допущення про малі обурення. 

Корпус судна приймається «плоским», а площина, дотична до поверхні 
корпусу, складає малий кут з площиною ватерлінії z = 0.  

Як математична модель, прийнята система рівнянь (25)-(28). 
В області поза корпусом (25) 

2 2

2 2 0 .
y z

   
 

 

 
 
 

                                           (25) 

де Ф – скалярний потенціал поля швидкості; 
     y, z – координатні осі. 

На вільній поверхні (z = 0), що коливається, реалізуються умови (26), (27) 
2 21

0
2

g h
y z

  
     

  

            

,                             (26) 

0
h h

y y z
     

   
   

 ,                                       (27) 

де   h – відхилення поверхні рідини від положення рівноваги; 
        ‒ час. 

Умова на нижній (горизонтальній) віртуальній межі розрахункової області 
відбиває хитавицю на глибокій воді. У цьому випадку зазвичай використовується 
умова (28) 

lim
 grad Ф   0.

z


 
                                              (28) 

На днищі та на бічній поверхні корпусу, відповідно, задавалися граничні 
умови (29) 

cos( )
d

a b
dz




   ,           0 ,
d
d y


                                        (29) 

На вертикальних віртуальних кордонах задавалися невідображаючі гра-
ничні умови.  

Розрахунок полів потенціалу здійснюється локально-проєкційним методом, 
що був описаний раніше. Проєкційне рішення кожної підобласті апроксимується 
функцією Ф(у, z), яка нерозривна і має нерозривні приватні похідні першого і 
другого порядку (30) 

max maxj i ji
ijj 0 i 0

 a x z  
 

     ,                                           (30) 

 
Визначення величин коефіцієнтів aijk здійснюється з умови мінімізації 

середньоквадратичних значень нев’язки (як для диференціальних рівнянь, так і для 
граничних умов, або умов зшивки рішення на кордонах зон), що обчислено по всіх 
точках зони. 
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На рис. 8 наведено поля швидкості для деяких моментів часу. 
 

 
 

Рис. 8. Поля швидкості в різні моменти часу 
 

Джерело: Власна розробка авторів (Source: Own elaboration) 
 
Для оцінки спроможності методики проводилося контрольне рішення плос-

кої задачі для прямокутного шпангоутного контуру з відношенням ширини до осі-
дання В/Т = 4. Коефіцієнт приєднаної маси  і коефіцієнт демпфування  
розраховувалися чисельним методом за наслідками обчислювального експери-
менту. Порівняння проводилося з результатами експерименту [22]. Відхилення не 
перевищували 8 %. 

Висновки. Описаний локально-проекційний метод розв'язання задач кон-
дуктивного переносу може використовуватися для дослідження стаціонарних про-
цесів дифузії та фільтраційних течій і для дослідження полів температури в 
об'єктах складної структури. 

Метод спрямовано на системи розподілених обчислень. 
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