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Анотація. В статті розглянуто визначення короткочасної і тривалої жорст-
кості залізобетонних елементів, що згинаються.  

Для розрахунків взяті елементи, які посилені нарощуванням. 
Чисельним експериментом обґрунтована достовірність рекомендацій І.І.Уліцького 

за наближеним визначенням короткочасної і тривалої жорсткості залізобетонних еле-
ментів, що згинаються.  

Розрахункові формули рекомендуються для визначення жорсткості елементів, що 
згинаються, посилених нарощуванням. Також доведено, що придатні для використання в 
розрахунках формули для визначення жорсткості елементів посилених нарощуванням 
зверху і знизу. 

Ключові слова: балка, жорсткість, вигин, посилення, короткочасна жорсткість, 
тривала жорсткість. 
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Abstract. The article considers the definition of short-term and long-term stiffness of 
reinforced concrete elements that bend.  

For the calculations, elements that are strengthened by the build-up are taken. 
The reliability of the recommendations of I.I. Ulitskyi is substantiated by a numerical 

experiment. According to the approximate definition of short-term and long-term stiffness of 
reinforced concrete elements that bend. Calculation formulas are recommended for determining 
the stiffness of bending elements strengthened by building up. It has also been proven that the 
formulas for determining the stiffness of elements reinforced by top and bottom reinforcement are 
suitable for use in calculations. 

Keywords: beam, stiffness, flexural, reinforced, short-term hardness, long-term hardness. 
 
Постановка проблеми. Задача визначення жорсткості елементів з тріщи-

нами, що згинаються, при короткочасному та довгочасному навантаженні глубоко 
та всебічно вивчена. Для цього слід пригадати досліди, зроблені В.І. Мурашовим 
[1], І.Є. Прокоповичем [2], Є.А. Яценко [3]. З точки зору практичного застосування 
зручні пропозиції І.І. Уліцького [4-5], що дозволяють визначити жорсткість D без 
послідовних наближень. 

 

MbD E J K 
,                      (1) 

 
де J=bh3/12, момент інерції прямокутного переріза;  
     Kм - коефіцієнт зниження жорсткості.  
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де  0bhAss  ‒ коефіцієнт армування;  
     bsE EE  ‒ відношення модулів пружності арматурної сталі і бетону;  
     0  ‒ гранічна відносна висота стиснутої зони бетону;  
      s ‒ коефіцієнт В.І. Мурашова;  

     t ‒ характеристика лінійної повзучості бетону.  
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де Мcrc – пружнопластичний момент тріщиноутворення;  
     М – прикладений згинальний момент, який більше Мcrc і менше граничного 
моменту Мv  

.5,012
0 
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Мета статті полягає в визначенні жорсткості елементів, що згинаються, 
посилених нарощуванням. Збільшення несучої здатності балок. 

Викладення основного матеріалу. Для перевірки вказаних формул вико-
ристаємо дані про залізобетонні балки з тріщинами, що вигинаються. Дані враху-
ємо з робіт І.М. Літвінова. У 1937-1938 роках проводились випробування балок 
двух серій, посилених нарощуванням знизу або зверху. І.М. Літвіновим доведена 
ефективність посилення напівзруйнованих балок нарощуванням знизу і зверху. 
Методика НДІЗБ наведена автором для розрахунку посилених балок дозволяє 
виконати детальний аналіз напружено-деформованого стану нормальних перерізів. 
Додаткові дані розміщені нижче, в табл. 1 і 2 та на рис. 1 і рис. 2. 

 

 
 

Рис. 1. Експериментальні балки при посиленні нарощуванням 
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Таблиця 1 
  
 

Дані для розрахунків 
 

 

Тип  
балок 4м

J
 

2кНм

JEb  
2кНм

M crc  s  Es  

1 0.337 621 0.57 0.0072 0.071 
2 1.562 2875 1.85 0.0079 0.077 
4 1.562 2875 1.85 0.0043 0.042 

 

 
Таблиця 2 

 
 

Зміна відносної жорскості KM=D/EJ в залежності від рівня зусиль MM crc /  
 

 

Тип 1 Тип 2 Тип 4 
M 

кНм   Kм М 
кНм   Км М 

кНм   Kм 

1.65 0.41 0.476 3.30 0.56 0.617 3.30 0.56 0.392 
2.47 0.27 0.443 4.95 0.37 0.553 4.95 0.37 0.354 
3.30 0.20 0.424 6.60 0.28 0.523 6.60 0.28 0.339 
4.13 0.16 0.407 8.25 0.22 0.505 8.25 0.22 0.328 
4.33 0.15 0.403 9.90 0.19 0.490 9.07 0.21 0.195 
4.43 0.15 0.352 11.55 0.16 0.474 9.49 0.20 0.154 
4.49 0.15 0.311 13.20 0.14 0.458 9.80 0.19 0.132 
4.64 0.15 0.149 14.03 0.13 0.369 9.90 0.19 0.098 

 
 

Пунктиром вказана залежність для Kм, що визначається за формулой (2).  
З наведених даних ясно, що жорсткість балок з тріщинами при коротко-

часній дії навантаження визначається, в основному, кількістю арматури ( ), 
співвідношенням модулів пружності ( E ) та рівнем навантаження ( ). При довго-
тривалій дії навантаження істотний вплив мають тривалі процеси, що визнача-
ються характеристикою повзучості t  (див. табл. 3).  
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Рис. 2. Графік зміни відносної жорсткості балок типів 1, 2 та 4  
в залежності від рівня зусиль 

 
 

Таблиця 3 
 

Короткочасні fk і довготривалі fд прогини залізобетонних балок  
з тріщинами із дослідів І.І. Уліцького [4-5] 

 
Прогин,  мм 

дослід розрахунок 

Похибка, % 

1000

0




Д

P
ДД

f

ff  
Серія   Р 

кН   

fк fД fк fД  
БI 0.0043 6.900 0.77 2.41 3.85 2.00 3.71 3.6 
Б'I 0.0043 6.580 0.77 2.45 3.97 2.00 3.71 6.5 
БII 0.0013 14.35 0.38 3.20 4.58 2.26 4.36 4.8 
БIII 0.0014 14.32 0.38 3.62 4.62 2.47 4.50 2.6 

 
Кожна серія в цих дослідах складалась з 3-х балок; у таблиці наведені 

дослідні прогини, середні по 3-м зразкам. Розрахункові прогини визначаються за 
формулою 
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де Р ‒ величина кожної з двох зосереджених сил, прикладених в чвертях проліту              
l =2 м;  
     В – жерсткість.  

Переріз балок bхh = 10 х20 см. Арматура класа AII 10 та 18;  
 

МПаТ 0,270 , МПа 102,1E 5
s  . 

 
Фізико-механічні характеристики бетону в МПа  

 
41061,3 bE ; 5,30bR ; 44,2btR . 

кНмM crc 79,2 .; 22407bE J кНм . 
Характеристика повзучості бетону описана формулой  
 

 0,042, 2 1 t
t e  

.                                    (7) 

 
К моменту закінчення довготривалих дослідів, при t = 210 діб. 2,2t .  
Осьова жорсткість С визначається формулой  
 

,FKEC Nb                       (8) 
 

де F b h   ‒ площа переріза елемента;  

    
1

b
N bt

tb

v
K v

v A
 


 ‒ коефіцієнт змінии січного модулю бетону при коротко-

часному і довготривалому навантаженні;  
     vbt ‒ те ж, при довготривалій дії навантаження. Для висхідної гілки діаграми:  

     tct fA   *  ‒ функція, що враховує нелінійність деформацій повзучості;   
      ‒ рівень напруг;  

   bb R̂  ‒ при стиску;  

   btb R̂  ‒ при розтягу;  

tb ln016,092,02                          (9) 
 

t – тривалість дії навантаження.  
Для низхідної гілки діаграми  
 

  */2  tbct fA            (10) 
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Жорсткість розтягнутих елементів з тріщинами визначається формулами  
 

    Nb KbhEC  ,          (11) 
 

 
N
s

Ess
NK


 ,


 

,
ss    ‒ коефіцієнти армування всього перерізу;  

N
s  ‒ коефіцієнт Мурашова В.І., що визначається формулою (4).  

 
При цьому  

 

N
Ncrc , .btcrc bhRN                 (12) 

 
Тут необхідно враховувати всю арматуру перерізу. Вочевидь, що повз-     

довжнє зусилля uNN  , ssu ARN  . В наведених залежностях використовують 
січний модуль деформацій. У випадку складного або циклічного навантаження 
краще застосувати дотичний модуль деформацій, який рекомендований С.Ф. Кло-
ваничем [6].  

Висновок. Чисельним експериментом обґрунтована достовірність рекомен-
дацій І.І. Уліцького по наближеному визначенню короткочасної і довготривалої 
жорсткості залізобетонних елементів, що згинаються. Відповідні розрахункові 
формули (1)-(5) рекомендуються і для визначення жорсткості елементів, що 
згинаються, посилених нарощуванням зверху або знизу, що доведено експери-
ментальними даними Н.М.  Літвінова [7; 8]. 
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