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Abstract. The article considers the construction of a mathematical model of a 
two-stage transport problem. The given example of solving a two-stage transport problem 
with additional conditions: direct deliveries of products from manufacturers to 
consumers are possible, transportation of products between intermediate bases is 
inadmissible, in an unbalanced problem, the products of some individual manufacturers 
must be exported in full. The solution of such a problem is presented using the CBC 
solver of the Python library. The effectiveness of the obtained solution compared to the 
standard solution of transport problems by the method of potentials with the construction 
of an initial reference plan, for example, by the method of minimum cost, is shown. 

Keywords: transportation problem, linear programming, mathematical model, 
external solver, computer model.  
 
 Вступ. Вагомою складовою ефективності економічної діяльності є раціо-
нальне перевезення сировини, матеріалів, готової продукції тощо. Транспортна 
задача відноситься до спеціального класу задач лінійного програмування, до яких 
зводиться аналіз практичних моделей управління і планування. Призначення 
класичної транспортної задачі – визначення обсягів перевезення з пунктів відправ-
лення в пункти призначення з мінімальною сумарною вартістю перевезення. 
Двохетапна транспортна задача або задача з проміжними пунктами відповідає 
ситуації, коли перевезення продукції виконується не безпосередньо від постачаль-
ника до споживача, а через деякі проміжні пункти. В якості проміжних пунктів 
можуть виступати прикордонні митні термінали, морські порти тощо. 
 Розв'язання задачі можна розбити на п'ять основних етапів: отримання 
опису проблеми, формулювання економіко-математичної моделі, рішення марема-
тичної задачі, виконання постоптимального аналізу, подання рішення та аналіз. Але 
розглянутий процес не є лінійним. Наприклад, після формулювання і рішення 
задачі часто розглядається обґрунтованість отриманого рішення при консультації з 
особою, яка надала опис проблеми. Або якщо отримали рішення, яке не задоволь-
няє замовника, ймовірно треба змінити чи оновити формулювання для того, щоб 
включити до нього нове розуміння реальної проблеми. Цей процес можна 
зобразити у вигляді схеми методології дослідження операцій (рис. 1).  

 
Рис. 1. Методологія дослідження операцій 
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 Процес моделювання починається з чіткого опису моделі, потім за 
допомогою математичних методів формується математична модель і розробляється 
програма. Розробник моделі вирішує її з використанням комп’ютерних програм. 
Отримане рішення перетворюється в рішення з точки зору опису моделі. 

Метою статті є дослідження ефективності використання мови Python та її 
бібліотеки PuLP в процесі моделювання двохетапних транспортних задач.  

Аналіз досліджень і публікацій. В роботах [1; 2; 3; 4; 5] розглянута 
постановка класичної транспортної задачі, знаходження опорних планів, описаний 
метод потенціалів знаходження розв’язків транспортної задачі, розглянуті альтер-
нативний оптимум та вироджуваність, обмеження на пропускну здатність. В роботі 
[6] наведено приклад рішення транспортної задачі з обмеженнями перевезення 
вантажу від постачальника до споживача з отриманням альтернативного рішення. В 
статті [7] розроблений програмний додаток для рішення транспортної задачі 
методом потенціалів. Програмне забезпечення реалізоване за допомогою веб-
технологій HTML, CSS, Javascript і надає можливість в інтерактивному режимі 
вивчити всі етапи рішення задачі. В роботі [8] розглядається алгоритм переходу від 
двохетапної задачі з проміжними пунктами до одноетапної транспортної задачі, для 
визначення опорного розв’язку застосували метод північно-західного кута, для 
знаходження рішення – метод потенціалів. В статті [9] наведено демонстраційний 
приклад з результатами розрахунку двоетапної транспортної задачі з викорис-

танням AMPL за допомогою програми gurobi для випадку ,,1,
11

pkxx
n

j
kj

m

i
ik 



 

mi ,1 , nj ,1 . В роботі [10] на прикладі освоєння вантажних перевезень при 
оптимізації режиму взаємодії двох видів транспорту показано рішення двохетапної 
транспортної задачі засобами MS Excel за умовою заборони перевезення безносе-
редньо від постачальників до споживачів. В статті [11] розроблено математичні 
моделі, методи та алгоритми розв’язання неперервних багатоетапних задач 
розміщення підприємств з неперервно-розподіленим ресурсом. 
 Виклад основного матеріалу. Нехай в m пунктах постачання A1, A2, …, Am 
є відповідно a1, a2, …, am одиниць продукції, яку необхідно перевезти до проміжних 
пунктів D1, D2, …, Dp, місткості сховищ (складських приміщень) яких становлять 
d1, d2, …, dp , а потім доставити її споживачам B1, B2, …, Bn , потреби яких 
становлять b1, b2, …, bn. Відомі також витрати на перевезення одиниці продукції від 
кожного постачальника до проміжних пунктів — cjk  (i = 1, 2, …, m , k = 1, 2, …, p) 
та від посередників до споживачів — ckj (k = 1, 2, …, p, j = 1, 2, …, n). Потрібно 
визначити оптимальну схему перевезень продукції з мінімальними сумарними 
витратами.  

Математична модель. 
Якщо обсяг продукції, що перевозиться від i-го постачальника до k-ої 

фірми, позначити через xik (i = 1, 2, …, m , k = 1, 2, …, p), а обсяг продукції, що 
перевозиться від k-ої фірми j-му споживачеві ‒ через xkj (k = 1, 2, …, p, j = 1, 2, …, 
n), то математична модель задачі матиме вигляд 
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Мова програмування Python має бібліотеки для вирішення задач лінійного 
програмування, особливим випадком яких є транспортні задачі. Вирішимо цю 
модель за допомогою бібліотеки PuLP. PuLP [12] − безкоштовне програмне 
забезпечення з відкритим кодом для моделювання задач лінійного програмування, 
написане на мові програмування Python. Воно використовується для опису задач 
оптимізації у вигляді математичних моделей. Потім PuLP може викликати будь-
який з численних зовнішніх вирішувачів (CBC, GLPK, CPLEX, Gurobi тощо) для 
вирішення цієї моделі, а потім використовувати команди Python для управління і 
відображення рішення. Для установки бібліотеки PuLP в ОС Windows застосо-
вується система управління python-пакетами pip: 

 

pip install pulp. 
 

Для створення нових змінних застосовується клас LpVariable(), наприклад x 
= LpVariable(“x”, 0, 100), y = LpVariable(“y”, 0, 50), для створення нової задачі 
лінійного програмування – клас LpProblem(): prob = LpProblem(“myTask”, 
LpMinimize). Створені обмеження додаються в задачу, наприклад prob += x + y <= 
1000. Цільова функція також додається в задачу: prob += 25 * x + 10 * y. 

Для вирішення задачі використовуємо вирішувач СВС, який встановлено по 
замовчанню  status = prob.solve(). 

 

Приклад проведення вирішення двоетапної транспортної задачі. 
 

Опис проблеми. На ринку є 4 виробники А1, А2, А3, А4 деякої однорідної 
продукції. За звітний період підприємства А1, А2, А3, А4 виготовляють продукцію в 
обсягах відповідно 75, 15, 40, 15 одиниць. Ця продукція відправляється на дві 
проміжні бази D1 і D2, місткість складських приміщень яких складає 75 од. кожної, 
а потім − до двох споживачів B1, B2, попит кожного з яких становить відповідно 45 і 
55 одиниць. Вартості перевезень одиниці продукції (в умовних одиницях) від 
виробників на проміжні бази, а потім — з проміжних баз до споживачів наведені в 
табл. 1 і табл. 2. 
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Таблиця 1 
 

Вартість перевезення одиниці продукції  
від виробника на проміжну базу, ум. од.  

Виробник D1 D2 
А1 3 7 
А2 5 6 
А3 4 9 
А4 8 11 

 
Таблиця 2 

 
Вартість перевезення одиниці продукції з проміжної бази 

до споживачів, ум. од. Проміжна база 
B1 B2 

D1 3 7 
D2 9 12 

 
Крім того, за індивідуальними контрактами можливі також безпосередні 

поставки продукції від другого виробника до другого споживача. Вартість транс-
портування одиниці продукції за маршрутом А2B2 складає 2 ум. од. Перевезення 
продукції з однієї проміжної бази на іншу є недопустимим. Додаткова умова: 
продукцію першого і третього виробників вивезти повністю.  

Визначити оптимальний план перевезення продукції, за якого загальні 
транспортні витрати були б найменшими.  

 
Математична модель.  
Позначимо через 1

ikx  ( 2,1;4,3,2,1  ki ) обсяг перевезень продукції від 

i-го виробника до k-ї проміжної бази, 2
kjx  ( 2,1;2,1  jk ) обсяг перевезень 

продукції від k-ї проміжної бази до j-го споживача, 22x  обсяг безпосереднього 
перевезення продукції від другого виробника до другого споживача. 

Специфіка даної задачі: 

1) 


145
4

1i
ia 




2

1

100
j

jb  − маємо незбалансовану задачу, тобто 

виробники виробляють більше продукції, ніж сумарна потреба в ній, але продукція 
за умовами задачі першого і третього виробників повинна бути вивезена повністю.  

2) 145
4

1


i
ia < 150

2

1


k
kd , тобто місткість проміжних баз повністю не 

використовуватиметься.  
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3) 100
2

1


j
jb  < 150

2

1


k
kd , тобто місткість проміжних баз повністю не 

використовуватиметься. 
 Запишемо економіко-математичну модель задачі. 
 Знайти 01 ikx , 02 kjx  2,1;4,3,2,1  ki ; 2,1j , що належать 
області допустимих рішень, визначеної умовами 
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;4,2i  2,1j ; 2,1k  
 
і мінімізують сумарні витрати на перевезення продукції 
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1

2

1
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22

2211 min2
i k k j

kjkjikik xxcxcZ , 

 

де )15;40;15;75(a , )55;45(b , 





















118
94
65
73

1C , 









129
732C , )75;75(d . 

 
Для зручності матрицю вартості розташуємо у вигляді таблиці 3.               

Для збалансованості задачі введемо фіктивного третього споживача В3 з попи-     
том 145-100=45 одиниць продукції. Вартість перевезення до цього споживача 
дорівнює 0. 
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Таблиця 3 
 

 D1 D2 B1 B2 B3 Пропозиція 
A1 3 7    75 
A2 5 6  2  15 
A3 4 9    40 
A4 8 11    15 
D1 0  3 7 0 75 
D2  0 9 12 0 75 

Попит 75 75 45 55 45  
 

Темні клітинки означають, що перевезення між відповідними пунктами 
заборонене. 

 
Побудова комп’ютерної моделі на мові Python з використанням PuLP 
 
Спочатку імпортуємо всі класи та функції з PuLP 
from pulp import * 
 
Для оцінки швидкості роботи імпортуємо модуль time 
import time 
 
Далі визначимо вузли (виробники, проміжні бази, споживачі) та їх 

потужності 
 
Vur_Bazu = ["A1", "A2", "A3", "A4", "D1", "D2"] 
supply = {"A1": 75, "A2": 15, "A3": 40, "A4": 15, "D1": 75, "D2": 75} 
 
Bazu_Spoj = ["D1", "D2", "B1", "B2", "B3"] 
demand = {"D1": 75, "D2": 75, "B1": 45, "B2": 55, "B3": 45} 
 
Далі введемо матрицю вартості. Для того, щоб показати що перевезення 

між відповідними пунктами заборонене, введемо в цю матрицю дуже велике число 
порівняно з іншими числами матриці, наприклад 1000000. 

 
costs = [  # Bazu_Spoj 
    # D1 D2 B1 B2 B3 
    [3, 7, 100000, 1000000, 1000000],  # A1   Vur_Bazu 
    [5, 6, 1000000, 2, 1000000],  # A2 
    [4, 9, 1000000, 1000000, 1000000],  # A3 
    [8, 11, 1000000, 1000000, 1000000],  # A4 
    [0, 1000000, 3, 7, 0],  # D1 
    [1000000, 0, 9, 12, 0],  # A2 
] 
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Списки Vur_Bazu (вузли пропозиції) та Bazu_Spoj (вузли попиту) 
додаються для створення великого списку (всіх вузлів) та вводяться в функцію 
makeDict PuLP.  

 
costs = makeDict([Vur_Bazu, Bazu_Spoj], costs, 0) 
 
Другий параметр − це матриця витрат, а останній параметр встановлює 

стандартне значення для вартості дуги. Після створення матриці вартості під час 
виклику сosts[“A1”][“D1”] він поверне вартість транспортування 3 від виробника A1 
до проміжної бази D1. Якщо викликається costs[“А5”][“D2”], він поверне 0, 
оскільки це значення за замовчуванням. 

 
Розрахуємо швидкість виконання програми. Для цього запустимо таймер: 
start = time.time() 
 
Змінна prob створюється за допомогою функції LpProblem, яка має два 

параметри: перший – назва задачі (моделі), другий -  тип оптимізації (LpMinimize, 
LpMaximize). Для транспортних задач вказуємо LpMinimize 

 
prob = LpProblem("Transport Problem", LpMinimize) 
 
Далі створимо список кортежів, в якому зберігаються всі шляхи 
 
Routes = [(i, j) for i in Vur_Bazu for j in Bazu_Spoj] 
 
За допомогою класу LpVariable створюємо словник vars, що містить змінні 

нашої задачі xij. Він має п’ять параметрів: перший – назва, другий – кортеж, який 
складається з ключем словників Vur_Bazu, Bazu_Spoj, третій – нижня межа - нуль, 
четвертий − верхня межа – None (відсутня), п’ятий – тип даних (LpContinuous, 
LpInteger, значення за замовчуванням – LpContinuous), в нашій задачі змінні визна-
чаються як цілі числа. Ключами словника є ім'я виробника, потім ім'я споживача 
(["A1"]["D1"]) і дані Route_Tuple, наприклад, [“A1”][“D1”] : Шлях_A1_D1.  

 
vars = LpVariable.dicts("Шлях", (Vur_Bazu, Bazu_Spoj), 0, None, LpInteger) 
 
Цільова функція додається до змінної prob за допомогою списку, другий 

параметр – рядок, який пояснює, що вона робить  
 
prob += ( 
    lpSum([vars[i][j] * costs[i][j] for (i, j) in Routes]), 
    "Sum_of_Transporting_Costs", 
) 
 
Далі введемо обмеження задачі 
for i in Vur_Bazu: 
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    prob += ( 
        lpSum([vars[i][j] for j in Bazu_Spoj]) == supply[i], 
        f"Sum_of_Products_out_Vur_Bazu{i}", 
    ) 
 
for j in Bazu_Spoj: 
    prob += ( 
        lpSum([vars[i][j] for i in Vur_Bazu]) == demand[j], 
        f"Sum_of_Products_into_Bazu_Spoj{j}", 
    ) 
 
Обмеження типу 0ijx  було додано до моделі при визначенні змінних. 
Тепер, коли всі дані про задачу введені, функцію writeLP() можна 

використовувати для копіювання цієї інформації у файл .lp до каталогу, з якого 
запускається блок коду. Після успішного виконання коду можна відкрити цей .lp-
файл у текстовому редакторі, щоб побачити, що зробили попередні кроки. 

 
prob.writeLP("Trans_Model.lp") 
 
Створена модель вирішується за допомогою вирішувача, який вибирає 

PuLP. Вхідні дужки після solve()в цьому випадку залишаються порожніми, проте їх 
можна використовувати для вказівки того, який вирішувач хоче використовувати  
користувач (наприклад, prob.solve(CPLEX())): 

 
prob.solve() 
 
Результати виклику вирішувача треба відобразити у вигляді статусу 

виконання. Статус може приймати значення “Not Solved”, “Infeasible”, 
“Unbounded”, “Undefined” or “Optimal”. Значення prob.status повертається у вигляді 
цілого числа, яке необхідно перетворити на його текстове значення за допомогою 
словника LpStatus: 

 
print("Status:", LpStatus[prob.status]) 
 
Далі друкуємо змінні та їх оптимальні значення 
 
print("---- Оптимальний план: ----") 
for i in prob.variables(): 
    print(i.name, "=", i.varValue) 
 
Та виводимо мінімальне значення цільової функції за допомогою функції 

value(). Це гарантує, що отримане число буде виведено в десятковому, а не в 
експоненційному форматі: 

print("Транспортні витрати = ", value(prob.objective)) 
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Наприкінці підрахуємо та роздрукуємо швидкість виконання програми 
stop = time.time() 
print("Час виконання програми:", stop - start) 
Результат розв’язання задачі показано на рис. 2. 
Аналіз розв’язку. 
 

 
 

Рис. 2. Результат розв’язання двоетапної транспортної задачі 
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Зобразимо рішення задачі графічним способом, де вузли – це виробники, 
проміжні бази та споживачі, а дуги – кількість продукції, яка перевозиться між 
відповідними вузлами (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Графічний запис оптимального плану перевезення 
 

Продукція виробника А1 (75 од.) вивезена повністю: 35 од. на проміжну 
базу D1, 40 од. на проміжну базу D2. Загальна вартість перевезення від виробника А1 
на проміжні бази D1 і D2 складає 385 ум. од. 

Продукція виробника А2 (15 од.) вивезена повністю: 15 од. споживачу В2, 
здійснений механізм прямої поставки. Вартість перевезення складає 30 ум. од. 

Продукція виробника А3 (40 од.) вивезена повністю: 40 од. на проміжну 
базу D1. Вартість перевезення складає 160 ум. од. 

Продукція виробника А4 (15 од.) вивезена повністю: 15 од. на проміжну 
базу D2. Вартість перевезення складає 165 ум. од. 

Потужність проміжної бази D1 використовується повністю. Продукція на 
базу D1 постачається з пункту А1 в кількості 35 од., з пункту А3 в кількості 40 од.  

Потужність проміжної бази D2 використовується не повністю. Продукція на 
базу D2 постачається з пункту А1 в кількості 40 од., з пункту А4 в кількості 15 од. 
Складські поміщення бази D2 в обсязі 20 од. не використані.  
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Споживачу В1 треба завозити продукцію з бази D1 в кількості 45 од., 
вартість перевезення складає 135 ум. од., споживачу В2 треба завозити продукцію з 
бази D1 в кількості 30 од., з бази D2 в кількості 10 од., вартість перевезення складає 
330 ум. од. Мінімальні транспортні витрати при такому плані перевезення 
складають 1205 ум. од. З бази D2 не вивезена продукція у розмірі 45 од. по причині 
незбалансованості транспортної задачі. 

Схеми (рис.1, рис.3) побудовані авторами за допомогою програми draw.io. 
Висновки. Побудована математична модель двохетапної транспортної 

задачі з додатковими умовами:  
1) існує пряме перевезення від виробника до споживача; 
2) задача незбалансована з надлишком виробленої продукції;  
3) продукція першого і третього виробників повинна бути вивезена 

повністю.  
Побудована комп’ютерна модель двоетапної транспортної задачі, наведено 

її рішення, реалізоване в середовищі PyCharm, на мові Python з використання 
бібліотеки PuLP. Рішення є ефективним порівняно зі стандартним рішенням 
транспортних задач методом потенціалів з побудовою початкового опорного плану, 
наприклад методом мінімальної вартості. Час виконання програми 0,05 секунд.  
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